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1 Topologishe R�aumeTopologie ist Stetigkeitsgeometrie, d.h. sie untersuht Eigenshaften geome-trisher Gebilde, die unter bijektiven umkehrbar stetigen Abbildung erhal-ten bleiben. Eine solhe Eigenshaft ist etwa, zusammenh�angend zu sein,w�ahrend L�angen und Volumina unter allgemeinen stetigen Abbildungen nihterhalten bleiben.Ausgehend vom Stetigkeitsbegri� der Analysis wollen wir die De�nition einestopologishen Raumes erarbeiten. Wir erinnern:1.1 Sei M � R. Eine Funktion f : M ! R hei�t stetig in a 2 M , wenn eszu jedem " > 0 ein Æ > 0 gibt, so dass jf(x)� f(a)j < " f�ur alle x 2 M mitjx� aj < Æ:Die Menge fx 2 R; jx� aj < Æg besteht aus allen Punkten von R, die von aeinen Abstand kleiner als Æ haben. Sie wird Æ-Umgebung von a genannt undmit UÆ(a) bezeihnet. Stetigkeit k�onnen wir also de�nieren, sobald wir einenAbstandsbegri� haben. Mengen, auf denen ein Abstandsbegri� de�niert ist,hei�en metrishe R�aume.1.2 De�nition: Einmetrisher Raum ist eine MengeX zusammen mit einerAbbildung d : X �X ! R, genannt Metrik oder Abstandsfunktion, so dassf�ur x; y; z 2 X stets gilt(i) d(x; y) = 0() x = y(ii) d(x; y) = d(y; x)(iii) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)Erl�auterung: Die drei Axiome geben Bedingungen an, die wir von einemvern�unftigen Abstandsbegri� erwarten: Ist der Abstand zweier Punkte Null,so sind die Punkte gleih. Der Abstand von x zu y ist derselbe, wie der vony zu x: Das dritte Axiom, genannt Dreieksungleihung, ist am besten durhfolgendes Bild erkl�art:
x y

z
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Eine Æ-Umgebung von a ist dann UÆ(a) = fx 2 X; d(x; a) < ÆgSelbstverst�andlih kann ein Abstand nur positive Werte haben:1.3 Ist d : X � X ! R eine Metrik auf X, so gilt d(x; y) � 0 f�ur allex; y 2 X:Beweis: 0 = d(x; x) � d(x; y) + d(y; x) = 2d(x; y): 2 �1.4 Beispiele: (1) Auf Rn = f(x1; : : : ; xn); xi 2 Rg benutzt man meisteine der folgenden drei Metriken: Sei x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn)(i) d2(x; y) =p(x1 � y1)2 + � � �+ (xn � yn)2 (euklidishe Metrik)(ii) d1(x; y) = jx1 � y1j+ � � �+ jxn � ynj (L1-Metrik)(iii) d1(x; y) = maxfjxi � yij; i = 1; : : : ; ng (Maximummetrik)Den Nahweis der Axiome �uberlassen wir dem Leser.F�ur n = 2 sehen die Umgebungen U1(0) wie folgt aus
-1 0 1 L1-Metrikeuklidishe Metrik Maximummetrik(2) Im Zusammenhang mit der gleihm�a�igen Konvergenz von Funktionen-folgen spielt der folgende metrishe Raum eine bedeutende Rolle:Sei X 6= ; eine beliebige Menge und B(X;R) die Menge der beshr�ank-ten Funktionen f : X ! R. Dann istd1(f; g) = supfjf(x)� g(x)j; x 2 Xgeine Metrik auf B(X;R).(3) In der Analysis werden auh folgende metrishe R�aume behandelt: SeiC([0; 1℄;R) die Menge der stetigen Funktionen f : [0; 1℄! R und p > 0aus N . Dann ist dp(f; g) = 0� 1Z0 jf(x)� g(x)jpdx1A 1p
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eine Metrik auf C([0; 1℄;R):(4) Auf jeder Menge X kann man die diskrete Metrik de�nieren:d(x; y) = � 0 x = y1 x 6= yDer Stetigkeitsbegri� (1.1) l�asst sih o�ensihtlih w�ortlih auf metrisheR�aume erweitern.1.5 De�nition: Eine Abbildung f : (X; dX) ! (Y; dY ) von metrishenR�aumen hei�t stetig in a 2 X, wenn es zu jedem " > 0 ein Æ > 0 gibt,so dass dY�f(x); f(a)� < " f�ur alle x 2 X mit dX(x; a) < Æ;d.h. wenn es zu jeder "-Umgebung V von f(a) in Y eine Æ-Umgebung U vona in X gibt, so dass f(U) � V .Ist f in jedem a 2 X stetig, hei�t f stetig.f hei�t Hom�oomorphismus, falls f bijektiv und sowohl f als auh die Um-kehrfunktion f�1 stetig sind.Der Hom�oomorphiebegri� in der Topologie entspriht dem Isomorphiebegri�in der Algebra. Hom�oomorphe metrishe R�aume werden also in der Topologieals im wesentlihen gleih betrahtet. Deshalb de�niert der Topologe1.6 De�nition: Zwei Metriken d und d auf einer Menge X hei�en �aquiva-lent, wenn die identishe Abbildung id : (X; d) �! (X; d) ein Hom�oomor-phismus ist.1.7 �Ubung: Zeigen Sie, dass die drei Metriken auf Rn aus Beispiel 1.4.1�aquivalent sind.Nah (1.7) k�onnen vershiedene Metriken zum selben Stetigkeitsbegri� f�uh-ren. Dies kann als Hinweis daf�ur angesehen werden, dass man weniger als einemetrishe Struktur f�ur die De�nition der Stetigkeit ben�otigt. Nah De�nition1.5 gen�ugt es in der Tat zu wissen, was eine Umgebung eines Punktes ist.In 1.5 h�angen die Umgebungen von einem Parameter " ab, von dem wir unszun�ahst l�osen wollen:1.8 De�nition: Sei (X; d) ein metrisher Raum und a 2 X. Eine MengeU � X hei�t Umgebung von a, wenn es eine "-Umgebung V von a mit " > 0gibt, so dass V � U: 5



Wissen wir f�ur jedes x 2 X und y 2 Y , was eine Umgebung von x bzw. yist, k�onnen wir wie in 1.5 stetige Abbildungen f : X ! Y de�nieren.Damit wir f�ur stetige Abbildungen dieses Typs auh S�atze beweisen k�onnen,m�ussen die Umgebungssysteme Axiome erf�ullen. Z.B. wird bei dem �ublihenBeweis der Stetigkeit der Summe f +g zweier stetiger Funktionen f; g : R !R benutzt, dass der Durhshnitt zweier Umgebungen wieder eine Umgebungist. Damit sind die ersten drei Axiome der folgenden De�nition nahe liegendeForderungen an einen vern�unftigen Umgebungsbegri�. Den Wert des viertenAxioms werden wir etwas sp�ater einsehen.1.9 De�nition: Eine Topologie T auf einer Menge X ordnet jedem x 2 Xeine niht leere Menge T (x) von Teilmengen von X zu, so dass gilt(i) x 2 U 8 U 2 T (x)(ii) U 2 T (x) und U � V ) V 2 T (x)(iii) U; V 2 T (x)) U \ V 2 T (x)(iv) U 2 T (x)) 9V 2 T (x); so dass U 2 T (y) 8y 2 V .Die Mengen U 2 T (x) hei�en Umgebungen von x, das Paar (X; T ) hei�ttopologisher Raum.1.10 Beispiele: (1) Auf einem metrishen Raum ist die kanonishe Topo-logie durh die Umgebungen im Sinne von (1.8) de�niert. Der Nahweisder Axiome ist dem Leser �uberlassen.(2) Sei X eine beliebige Menge. Die diskrete Topologie D auf X hat alsD(x) die Menge aller Teilmengen von X, die x enthalten. Bei der Klum-pentopologie K auf X besteht K(x) nur aus der Menge X.(3) Auf N de�nieren wir eine Topologie T durh: U 2 T (x), falls 0 und xaus U sind.(4) Sei (X;<) eine total geordnete Menge. Die Ordnungstopologie T aufX hat in T (x) alle Mengen U mit folgender Eigenshaft: Gibt es eina < x; so gibt es ein a1, so dass fz 2 X; a1 < z � xg � U , gibt es einb > x, so gibt es ein b1, so dass fz 2 X; x � z < b1g � U:1.11 �Ubung: Sind d und d �aquivalente Metriken auf X, dann sind die zu-geh�origen kanonishen Topologien dieselben.Bevor wir stetige Abbildungen zwishen topologishen R�aumen betrahten,wollen wir einige wihtige Begri�e einf�uhren, die zum Teil shon aus derAnalysis bekannt sind. 6



1.12 De�nition: Eine Menge A eines topologishen Raumes (X; T ) hei�to�en, wenn jedes a 2 A eine Umgebung U besitzt, so dass U � A. Die MengeA hei�t abgeshlossen, falls ihr Komplement o�en ist.1.13 �Ubung: Sei (X; T ) ein topologisher Raum. Zeigen Sie(i) ; und X sind o�en und abgeshlossen(ii) die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist o�en(iii) der Durhshnitt zweier (und damit endlih vieler) o�ener Mengen isto�en(iv) der Durhshnitt beliebig vieler abgeshlossener Mengen ist abgeshlos-sen(v) die Vereinigung zweier (und damit endlih vieler) abgeshlossener Men-gen ist abgeshlossen.Geben Sie Beispiele daf�ur an, dass die Vereinigung beliebig vieler abgeshlos-sener Mengen niht abgeshlossen und der Durhshnitt beliebig vieler o�enerMengen niht o�en zu sein brauht.O�ene und abgeshlossene Mengen sind f�ur die Untersuhung topologisherR�aume von fundamentaler Bedeutung. In der Tat bestimmt die Angabe dero�enen Mengen sogar die Topologie.1.14 Satz: Sei X eine Menge und O eine Familie von Teilmengen, so dassgilt(i) ;; X 2 O(ii) beliebige Vereinigung von Mengen aus O liegen in O(iii) der Durhshnitt zweier Mengen aus O liegt in O.Dann gibt es genau eine Topologie T auf X, deren o�ene Mengen genau dieMengen aus O sind.Damit O die Familie der o�enen Mengen in (X; T ) ist, sind nah (1.13) diedrei Bedingungen aus (1.14) notwendig.Zum Beweis zun�ahst drei Beobahtungen1.15 (i) Eine o�ene Menge ist Umgebung eines jeden ihrer Punkte7



(ii) U 2 T (x), 9 o�ene Menge A mit x 2 A � U(iii) ÆA = fx 2 A; A 2 T (x)g, genannt das Innere oder der Kern vonA � X, ist o�en.Beweis: (i) folgt direkt aus der De�nition (1.12)(iii) Hier ben�otigen wir das Axiom 1.9.4. Sei x 2 ÆA. Dann ist A Umgebungvon x: x V A Also gibt es eine Umgebung V von x,so dass A 2 T (y) f�ur alle y 2 V . D.h.y 2 ÆA f�ur alle y 2 V . Also liegt dieUmgebung V von x ganz in ÆA:(ii) U 2 T (x). Dann ist ÆU o�en und x 2 ÆU . Also x 2 ÆU � U . Sei umgekehrtA eine o�ene Menge mit x 2 A � U , dann ist A Umgebung von x nah (i)und U Umgebung von x nah 1.9 (ii). �Beweis 1.14: F�ur die gesuhte Topologie T auf X muss nah 1.15 (ii) geltenT (x) = fU � X; 9A 2 O mit x 2 A � Ug:Die Eindeutigkeit von T ist damit klar. Wir zeigen nun, dass T tats�ahliheine Topologie und O die Familie der zugeh�origen o�enen Mengen ist.X 2 O, also ist T (x) 6= ;. Die Axiome 1.9 (i) und (ii) sind o�ensihtliherf�ullt. Sind nun U;W 2 T (x), dann gibt es A;B 2 O mit x 2 A � U undx 2 B � W: Es folgt x 2 A\B � U \W: Nah Voraussetzung ist A\B 2 O;also U \W 2 T (x): F�ur Axiom (iv) nehme V = A.Sei nun A 2 O und x 2 A: Da A 2 T (x); ist A eine Umgebung von x, die inA liegt, also ist A o�en. Sei umgekehrt B eine o�ene Menge von (X; T ) danngibt es zu jedem b 2 B ein Ab 2 O mit b 2 Ab � B. Also ist B = Sb2BAb.Nah Voraussetzung (ii) ist B 2 O. 21.16 Bemerkung: Wir werden ab jetzt fast immer Topologien durh An-gabe ihrer o�enen Mengen festlegen.Jetzt noh einige Bemerkungen zum Begri� des Kerns und des dazu komple-ment�aren Begri�s, der H�ulle1.17 De�nition: Sei (X; T ) ein topologisher Raum und A � X8



(i) Die Punkte aus ÆA hei�en innere Punkte von A(ii) x 2 X hei�t Ber�uhrungspunkt von A, falls f�ur jede Umgebung U von xgilt: U \ A = ;. Die H�ulle oder der Abshluss A von A ist die Mengeder Ber�uhrungspunkte von A(iii) x 2 X hei�t H�aufungspunkt von A, wenn f�ur jede Umgebung U von xgilt: (U � fxg) \ A 6= ;(iv) x 2 X hei�t Randpunkt von A, wenn f�ur jede Umgebung U von x giltU \ A 6= ; und U \ (X � A) 6= ;1.18 �Ubung: Sei (X; T ) topologisher Raum und A;B Teilmengen von X(1) A ist die kleinste abgeshlossene Menge, die A enth�alt, d.h.A =\fC � X; C abgeshlossen, A � Cg(2) Es gilt A [ B = A [ B und A \ B � A \B(3) ÆA ist die gr�o�te in A enthaltene o�ene Menge, d.h.ÆA=[fC � X; C o�en, C � Ag(4) Es gilt (A \ B)Æ = ÆA \ ÆB und (A [ B)Æ � ÆA [ ÆBWenden wir uns nun Abbildungen topologisher R�aume zu. Die De�nitionder Stetigkeit haben wir uns bereits erarbeitet:1.19 De�nition: Seien (X;S) und (Y; T ) topologishe R�aume. Eine Abbil-dung f := X ! Y hei�t stetig in x 2 X, wenn es zu jeder Umgebung V vonf(x) eine Umgebung U von x gibt, so dass f(U) � V:f hei�t stetig, falls es in allen Punkten x 2 X stetig ist. Ist f bijektiv undsind f und ihre Umkehrfunktion f�1 stetig, nennt man f einen Hom�oomor-phismus. Wir shreiben dann (X;S) �= (Y; T ).1.20 Beispiele: (1) F�ur jeden topologishen Raum (X; T ) ist die identi-she Abbildung id : (X; T )! (X; T ) stetig.(2) Jede konstante Abbildung (X; T )! (Y; T ) von topologishen R�aumenist stetig. 9



(3) Ist D die diskrete Topologie auf X und (Y; T ) ein beliebiger topologi-sher Raum, dann ist jede Abbildung f : (X;D)! (Y; T ) stetig.(4) Ist K die Klumpentopologie auf Y und (X; T ) ein beliebiger topologi-sher Raum, dann ist jede Abbildung f : (X; T )! (Y;K) stetig.1.21 Konvention: Um die Shreibarbeit zu vereinfahen, shreiben wir f�ureinen topologishen Raum (X; T ) kurz X und nennen ihn kurz Raum.1.22 Satz: Sind f : X ! Y und g : Y ! Z Abbildungen von R�aumen, fstetig in x 2 X und g stetig in y = f(x) 2 Y , dann ist g Æ f stetig in x.Beweis: Sei W Umgebung von (g Æ f)(x) = g (f(x)) = g(y). Da g in y stetigist, gibt es eine Umgebung V von y, so dass g(V ) � W . Da f in x stetig ist,gibt es eine Umgebung U von x, so dass f(U) � V . Es folgt(g Æ f)(U) = g�f(U)� � g(V ) � W �Das n�ahste Resultat gibt eine Reihe n�utzliher Kriterien f�ur die globaleStetigkeit einer Abbildung an.1.23 Satz: F�ur eine Abbildung f : X ! Y von topologishen R�aumen sind�aquivalent:(1) f ist stetig(2) B � Y o�en ) f�1(B) o�en(3) B � Y abgeshlossen ) f�1(B) abgeshlossen(4) A � X beliebig) f(A) � f(A)(5) B � Y beliebig) f�1(B) � f�1(B)(6) B � Y beliebig) f�1( ÆB) � �f�1(B)�ÆBeweis: (1)) (4): Sei x 2 A und V eine Umgebung von f(x):Da f stetig ist,gibt es eine Umgebung U von x mit f(U) � V . Da x 2 A, ist U \A 6= ;. Esfolgt: ; 6= f(U\A) � f(U)\f(A) � V \f(A). Also ist f(x) Ber�uhrungspunktvon f(A), so dass f(x) 2 f(A)(4) ) (5) Sei A = f�1(B). Dann gilt nah (4) f(A) � f(A) � B. Alsof�1(B) = A � f�1f(A) � f�1(B)10



(5) ) (3) Sei B � Y abgeshlossen. Nah (5) giltf�1(B) = f�1(B) � f�1(B) � f�1(B)Also ist f�1(B) = f�1(B) und somit abgeshlossen.(3)) (2) Sei B � Y o�en. Dann ist Y �B abgeshlossen und f�1(Y �B) =X � f�1(B) abgeshlossen. Also ist f�1(B) o�en.(2) ) (6) ÆB und damit f�1( ÆB) sind o�en. Da f�1( ÆB) � f�1(B), folgt (6)aus (1.18.3).(6)) (1) Sei x 2 X und V Umgebung von f(x). Nah (1.15.2) ist f(x) 2 ÆV .Nah (6) gilt x 2 f�1( ÆV ) � �f�1(V )�Æ. Insbesondere ist U = �f�1(V )�Æ eineUmgebung von x und f(U) � f�f�1(V )� � V . �
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2 Initiale und terminale TopologienInitiale Topologien auf einer Menge X sind so de�niert, dass m�oglihst vieleAbbildungen von X in einen anderen Raum stetig sind, wobei vorgegebenezus�atzlihe Bedingungen erf�ullt sein m�ussen. Gibt es keine solhe Bedingung,tut die diskrete Topologie nah (1.20.3) das Gew�unshte. Bei terminalen To-pologien sollen m�oglihst viele Abbildungen nah X stetig sein. Liegen keineZusatzbedingungen vor, ist die Klumpentopologie die L�osung.Je mehr o�ene Mengen X besitzt, um so mehr Abbildung aus X heraus sindstetig, je weniger o�ene Mengen es besitzt, um so mehr Abbildungen nahX sind stetig (vergl. (1.23)). Die �Uberlegung f�uhrt zu folgender De�nition:2.1 De�nition: Seien O1 und O2 die Familien o�ener Mengen zweier Topo-logien T1 und T2 auf X. Wir sagen T1 ist feiner als T2, wenn O2 � O1, d.h.T1 hat \mehr" o�ene Mengen als T2. Wir nennen dann T2 gr�ober als T1.2.2 Satz und De�nition: Sei X eine Menge, fXj; j 2 Jg eine Menge to-pologisher R�aume und ffj : Xj ! X; j 2 Jg eine Menge von Abbildungen.Dann gibt es genau eine Topologie T auf X mit folgenden Eigenshaften:(1) fj : Xj ! X ist stetig f�ur alle j 2 J(2) Ist Y ein Raum, dann ist eine Abbildung g : X ! Y genau dann stetig,wenn alle Kompositionen g Æ fj; j 2 J , stetig sind.Diese Topologie hei�t initiale Topologie bzgl. der fj und ist die feinste Topo-logie auf X, f�ur die (2.2.1) erf�ullt ist.Beweis: Damit alle fj stetig sind, muss gelten: Ist U o�en in X, dann istf�1j (U) o�en in Xj f�ur jedes j 2 J . Da wir die feinste Topologie mit dieserEigenshaft haben wollen, mahen wir den AnsatzU � X o�en () f�1j (U) ist o�en in Xj f�ur alle j 2 J:Die Bedingungen des Satzes 1.14 sind leiht nahgepr�uft, so dass dadurhtats�ahlih eine Topologie T auf X de�niert ist.Nah De�nition von T sind alle fj : Xj ! X stetig. Ist nun g : X ! Yeine stetige Abbildung, dann sind auh die Kompositionen g Æ fj stetig. Sindumgekehrt alle Kompositionen g Æ fj stetig und ist V � Y o�en, dann istg�1(V ) o�en in X, da f�1j (g�1(V )) = (g Æ fj)�1(V ) o�en in Xj ist f�ur allej 2 J . Also ist g stetig. Es bleibt noh die Eindeutigkeit von T zu zeigen:Sei S eine weitere Topologie auf X, die den Bedingungen (1) und (2) gen�ugt.12



Indem wir f�ur Y einmal (X; T ) und einmal (X;S) nehmen, sehen wir ausBedingung (2), dassid : (X; T ) �! (X;S) und id : (X;S) �! (X; T )beide stetig sind. Also haben beide R�aume dieselben o�enen Mengen unddamit dieselbe Topologie. �Die f�ur uns wihtigsten Spezialf�alle sind2.3 De�nition: Ist X ein topologisher Raum und p : X ! Y eine surjekti-ve Abbildung auf eine Menge Y . Die initiale Topologie T auf Y bzgl. p hei�tQuotiententopologie auf Y; (Y; T ) hei�t Quotientenraum von X bzgl. p unddie stetige Abbildung p : X ! Y hei�t Identi�zierung.Man stellt sih Y auf X dadurh gewonnen vor, dass man alle Punkte x 2p�1(y) f�ur jedes y 2 Y miteinander zu einem Punkt verklebt.2.4 �Ubungsbeispiele:(1) Sei A � X;X ein Raum. Sei X=A der Raum mit der Quotiententopo-logie, der aus X dadurh entsteht, dass A zu einem Punkt identi�ziertwird. Sei p : X ! X=A die Projektion. Zeigen Sie:ff : X=A! Y stetig g�!fg : X ! Y ; g stetig, g(A) ist ein Punktgf 7�! f Æ pist bijektiv.(2) Sei In der n-dimensionale Einheitsw�urfel und �In sein Rand. ZeigenSie: In=�In ist hom�oomorph zur Einheitssph�are Sn im Rn+1 .2.5 F�ur eine surjektive Abbildung p : X ! Y sind nah (2.2) �aquivalent:(1) p ist eine Identi�zierung(2) g : Y ! Z ist stetig () g Æ p : X ! Z ist stetig(3) V � Y ist o�en () p�1(V ) � X ist o�en2.6 �Ubung: Eine Abbildung f : X ! Y hei�t o�en (bzw. abgeshlossen),wenn mit A � X auh f(A) � Y o�en (bzw. abgeshlossen) ist. ZeigenSie: Eine stetige surjektive o�ene (bzw. abgeshlossene) Abbildung ist eineIdenti�zierung. 13



2.7 De�nition: Sei (Xi; i 2 I) eine Familie topologisher R�aume und Xihre disjunkte Vereinigung. Die Summentopologie auf X ist die initiale To-pologie bzgl. der Familie der Inklusionen ji : Xi � X. Die Menge X mit derSummentopologie hei�t topologishe Summe der Xi.2.8 Nah (2.2) sind �aquivalent:(1) X ist topologishe Summe der Xi; i 2 I(2) f : X ! Y ist stetig () f jXi ist stetig f�ur alle i 2 I.Terminale Topologien bilden das Gegenst�uk zu Initialen. Sie haben \duale"Eigenshaften. Genauer bedeutet das, dass man ihre universelle Beshreibungaus (2.2) dadurh erh�alt, dass man die Abbildungspfeile alle umdreht:2.9 Satz und De�nition: Sei X eine Menge und ffj : X ! Xj; i 2 Jgeine Menge von Abbildungen von X in topologishe R�aume Xj. Dann gibtes genau eine Topologie T auf X mit folgenden Eigenshaften:(1) fj : X ! Xj ist stetig f�ur alle j 2 J(2) Ist Y ein Raum, dann ist eine Abbildung g : Y ! X genau dann stetig,wenn alle Kompositionen fj Æ g; j 2 J stetig sind.Diese Topologie hei�t terminale Topologie bzgl. der fj und ist die gr�obsteTopologie auf X, f�ur die (2.9.1) erf�ullt ist.Beweis: Damit alle fj stetig sind, muss gelten: Ist U � Xj o�en in Xj;dann ist f�1j (U) o�en in X. Wir suhen also die gr�obste Topologie auf X, f�urdie jedes f�1j (U); U � Xj o�en, j 2 J , o�en ist. Leider gen�ugt die Familiedieser Mengen niht den Bedingungen (1.14), so dass Sonderbetrahtungenn�otig sind: �2.10 De�nition: Sei (X; T ) ein topologisher Raum. Eine Familie S o�enerTeilmengen von X hei�t Subbasis von T , wenn T die gr�obste Topologie aufX ist, f�ur die die Mengen aus S o�en sind. Eine Familie B o�ener Teilmengenhei�t Basis von T , falls jede o�ene Menge U Vereinigung von Mengen aus Bist. Hierbei verstehen wir die leere Menge als leere Vereinigung von Mengenaus B.2.11 Lemma: Sei X eine Menge und S eine Familie von Teilmengen vonX. Sei B = fS1 \ � � � \ Sn; n 2 N; Si 2 SgO = �Si2I Bi; I beliebige Indexmenge, Bi 2 B	 [ f;; Xg14



Dann gen�ugt O den Bedingungen (1.14). Die zugeh�orige Topologie T hat Sals Subbasis und B als Basis.Beweis: Sei bO die Menge der o�enen Teilmengen der gr�obsten Topologie,die S enth�alt. Wegen Bedingung (1.14 (iii)) ist B � bO, und wegen (1.14 (ii))ist dann auh O � bO. Man pr�uft nun leiht nah, dass O den Bedingungen(1.14) gen�ugt. Es folgt: O = bO. �2.12 �Ubung: Ist f : X ! Y eine Abbildung von R�aumen und S eineSubbasis der Topologie von Y , so ist f genau dann stetig, wenn f�1(V ) f�uralle V 2 S o�en ist.Fortsetzung des Beweises 2.9: Wir wissen, dassS = ff�1j (U); j 2 J; U o�en in Xjgaus o�enen Teilmengen von X bestehen muss. Sei T die Topologie, die S alsSubbasis hat. Dann sind alle fj : X ! Xj stetig.Ist nun g : Y ! X stetig, dann sind nat�urlih alle fj Æ g; j 2 J stetig. Seienumgekehrt alle fj Æ g stetig. Ist V = f�1k (U) 2 S, wobei U � Xk o�en ist,so ist g�1(V ) = g�1(f�1k (U)) = (fk Æ g)�1(U) o�en, und damit g nah (2.12)stetig.Die Eindeutigkeit der Topologie in (2.9) beweist man wie in (2.2). 2Wenden wir uns wieder den wihtigsten Spezialf�allen zu.2.13 De�nition: Sei X ein topologisher Raum und i : Y ! X eine in-jektive Abbildung. Ist T die terminale Topologie auf Y bzgl. i, hei�t i eineEinbettung. Ist Y Teilmenge von X und i die Inklusion, nennt man T dieSpur- oder Teilraumtopologie von Y bzgl. X.Direkt aus 2.9 erh�alt man2.14 F�ur eine injektive Abbildung i : Y ! X sind �aquivalent(1) i ist Einbettung(2) g : Z ! Y ist stetig () i Æ g : Z ! X ist stetig(3) U � Y o�en () 9V � X o�en, so dass U = i�1(V )3.* Ist i die Inklusion einer Teilmenge, nimmt (3) folgende Form an: U � Yo�en () 9V � X o�en, so dass U = V \ Y15



2.15 De�nition: Sei (Xi; i 2 I) eine Familie topologisher R�aume undX = Qi2I Xi. Die Produkttopologie auf X ist die terminale Topologie aufX bzgl. der Familie der Projektionen pi : X ! Xi. Die Menge X mit derProdukttopologie hei�t topologishes Produkt der Xi.2.16 Nah (2.9) sind �aquivalent(1) X =Qi2I Xi besitzt die Produkttopologie(2) g : Z ! X ist stetig () pi Æ g ist stetig 8i 2 IUm sih mit den Begri�en vertraut zu mahen, sollte der Leser veri�zieren.2.17 (1) SeiA � X mit der Spurtopologie versehen. Ist U � A o�en (bzw.abgeshlossen) in der Spurtopologie und A o�en (bzw. abgeshlossen)in X, dann ist U o�en (bzw. abgeshlossen) in X.(2) Sei X =Qi2I Xi topologishes Produkt und U � X eine o�ene Menge.Ist (xi) 2 U , dann gibt es endlih viele Indizes i1; : : : ; ik und o�eneUmgebungen Vij von xij in Xij ; j = 1; : : : ; k, so dass mit Vi = Xi f�uri =2 fi1; : : : ; ikg gilt Qi2I Vi � U .2.18 �Ubung: (1) i : Y ! X ist Einbettung () i : Y ! i(Y ) ist einHom�oomorphismus, falls i(Y ) die Spurtopologie von X hat.(2) Seien (X; dX) und (Y; dY ) metrishe R�aume. Zeigen Sie:d : (X � Y )� (X � Y )! R;((x1; y1); (x2; y2)) 7! maxfdX(x1; x2); dY (y1; y2)gist ein metrisher Raum, dessen kanonishe Topologie die Produktto-pologie der kanonishen Topologien von (X; dX) und (Y; dY ) ist.(3) Sei X�Y das topologishe Produkt von X und Y und p : X�Y ! Xdie Projektion. Zeigen Sie: p ist o�en. Geben Sie ein Beispiel daf�ur an,dass p niht abgeshlossen zu sein brauht.
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3 Zusammenhang3.1 De�nition: Ein RaumX hei�t zusammenh�angend, wenn er niht hom�o-omorph zur topologishen Summe zweier niht-leerer R�aume ist. Eine Teil-menge A von X hei�t zusammenh�angend, wenn A als Teilraum zusammen-h�angend ist.Wir �ubersetzen die De�nition in eine f�ur Beweise g�unstigere Form:3.2 Satz: F�ur eine Teilmenge A eine Raumes X sind �aquivalent(1) A ist zusammenh�angend.(2) Sind U; V o�en in X, A � U [V und A\U \V = ;, so folgt A\U = ;oder A \ V = ;.Beweis: (1)) (2): Sind die Voraussetzungen an U und V erf�ullt, so ist A alsTeilraum die topologishe Summe von U \A und V \A. Also folgt U \A = ;oder V \ A = ;.(2)) (1): Angenommen A w�are die topologishe Summe von Y und Z. Dannsind Y und Z o�en in A, d.h. es gibt o�ene Mengen U; V in X mit U \A = Yund V \ A = Z. Es folgt A � U [ V , A \ U \ V = Y \ Z = ;. Also folgtY = U \ A = ; oder Z = V \ A = ;, d.h. A ist zusammenh�angend. �3.3 Beispiele: Aus dem Vollst�andigkeitsaxiom folgt, dass die zusammen-h�angenden Teilmengen von R, die mehr als einen Punkt enthalten, Intervallesind.Der folgende Satz fasst die wihtigsten Resultate �uber zusammenh�angendeMengen zusammen.3.4 Satz: (1) Ist A � X zusammenh�angend und A � B � A, so ist auhB zusammenh�angend(2) Sind Ai � X, i 2 I, zusammenh�angend mit Ti2I Ai 6= ;, dann istSi2I Ai zusammenh�angend.(3) Ist X zusammenh�angend und f : X ! Y stetig, dann ist f(X) zusam-menh�angend.Beweis: (1) Sei B � U [ V mit U; V o�en in X und B \ U \ V = ;. DaA � U [ V und A \ U \ V = ;, ist A \ U = ; oder A \ V = ;, weilA zusammenh�angend ist, etwa A \ V = ;. Dann ist A � XnV . Da XnVabgeshlossen ist, ist B � A � XnV . Also B \ V = ;.17



(2) Sei A = Si2I Ai � U [ V mit U; V o�en in X und A \ U \ V = ;.Sei x 2 Ti2I Ai o. b. d. A. in U . Dann ist Ai \ U 6= ; 8i 2 I. Da Aizusammenh�angend ist, folgt Ai \ V = ; 8i 2 I, also Si2I Ai \ V = ;.(3) Sei f(X) � U [ V mit U; V o�en, f(X) \ U \ V = ;. Dann ist X =f�1(U) [ f�1(V ) und X \ f�1(U) \ f�1(V ) = f�1(f(X) \ U \ V ) = ;. DaX zusammenh�angend ist, ist etwa f�1(U) = ;, also f(X) \ U = ;. �Aus (3.4.3) und (3.3) folgt3.5 Zwishenwertsatz: Sei X zusammenh�angend und X ! R stetig. Sei-en a < b im Bild von f . Dann ist [a; b℄ im Bild von f .Wir werden sp�ater eine st�arkere Bedingung als den Zusammenhang ben�oti-gen.3.6 De�nition: Ein Raum X hei�t wegzusammenh�angend, wenn es zu jezwei Punkten x; y 2 X eine stetige Abbildung (= Weg) w : [0; 1℄ ! X mitw(0) = x und w(1) = y gibt.3.7 Satz: Ein wegzusammenh�angender Raum ist zusammenh�angend. DieUmkehrung brauht niht zu gelten.Beweis: Der erste Teil folgt aus (3.3) und (3.4). Wir �uberlassen es dem Leserzu zeigen, dassX = f(x; f(x)); x 2 Rg � R2 mit f(x) = � sin 1x x > 00 x � 0zusammenh�angend, aber niht wegzusammenh�angend ist. �3.8 De�nition: Sei X ein Raum und x 2 X. Die Zusammenhangskompo-nente C(x) von x ist die Vereinigung aller zusammenh�angender Teilmengenvon X, die x enthalten.3.9 Satz: (1) C(x) ist zusammenh�angend und abgeshlossen.(2) F�ur x 6= y ist C(x) = C(y) oder C(x) \ C(y) = ;.Beweis: (1) C(x) ist nah (3.4.2) zusammenh�angend. Da C(x) nah (3.4.1)zusammenh�angend ist, folgt C(x) = C(x).(2) Angenommen z 2 C(x)\C(y). Dann ist C(x)[C(y) zusammenh�angend.Aus der De�nition folgt C(x) = C(x) [ C(y) = C(y). �
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4 Die TrennungsaxiomeWir erinnern zun�ahst an den Konvergenzbegri� aus der Analysis.4.1 De�nition: Eine Folge (xn)n2N in einem Raum X konvergiert gegenz 2 X, wenn es zu jeder Umgebung U von z ein n0 2 N gibt, so dassxn 2 U 8n � n0. Wir nennen dann z einen Grenzwert von (xn).In allgemeinen topologishen R�aumen kann eine Folge durhaus mehrereGrenzwerte haben.4.2 Beispiele: Sei N mit der Topologie (1.10.3) versehen. Dann ist jedesz 2 N Grenzwert der konstanten Folge (xn = 0)n2N.Solhe Pathologien sollen geeignete Trennungsaxiome verhindern.4.3 De�nition: Zwei Teilmengen A und B eines Raumes X lassen sih tren-nen, wenn es disjunktive o�ene Mengen U; V gibt, so dass A � U und B � V .4.4 De�nition: Ein Raum X gen�ugt dem TrennungaxiomT1, wenn fxg abgeshlossen ist 8x 2 X.T2, wenn sih fxg und fyg f�ur x 6= y trennen lassen.T3, wenn sih jede abgeshlossene Menge A und jede Menge fxg mit x =2 Atrennen lassen.T4, wenn sih je zwei disjunkte abgeshlossene Mengen A;B trennen lassen.Ein T2-Raum hei�t Hausdor�raum. Ein Raum hei�t regul�ar, wenn er T1 undT3 erf�ullt, und normal, wenn er T1 und T4 erf�ullt.4.5 Direkt aus den Axiomen folgt: Normal) Regul�ar ) T2 ) T1.Die Umkehrungen brauhen niht zu gelten.4.6 Beispiele: (1) N mit der Topologie aus (1.10.3) ist kein T1 Raum: f0gist o�en und niht abgeshlossen.(2) Die Menge Rtf0g sei wie folgt topologisiert: U ist Umgebung von x 2 R,falls es ein r > 0 gibt, so dass ℄x� r; x+ r[� U , V ist Umgebung von 0 , fallses ein r > 0 gibt, so dass 0 [ fy 2 R; 0 < jyj < rg � V . Dann ist RR t f0gT1-Raum, aber 0 und 0 lassen sih niht trennen.(3) R+ sei wie folgt topologisiert: SeiD = f 1n ;n 2 NNnf0gg. U ist Umgebungvon x 2 R+ , wenn es ein o�enes Intervall I in R gibt, so dass x 2 I � Uoder x 2 (InD)\R+ � U . Dieser Raum erf�ullt T2, aber niht T3, denn D istabgeshlossen und l�asst sih niht von 0 trennen.19



Um sih die Begri�e anzueignen, beweise man4.7 �Ubung: Ist X eine Ti-Raum, i = 1; 2; 3, dann auh jeder Teilraum vonX (F�ur T4-R�aume ist das falsh).4.8 Satz: Ein Raum X ist genau dann T2-Raum, wenn die Diagonale 4 =f(x; x); x 2 Xg in X �X abgeshlossen ist.Beweis: X �Xn4 ist in der Produkt-topologie genau dann o�en, wenn es zu(x; y) 2 X �Xn4, d.h. f�ur x 6= y, o�e-ne Umgebungen U von x und V von ygibt, so dass U � V � X �Xn4, d.h.U [ V = ;. 2 �������
�

x
y qU V

Dieses Resultat hat eine interessante Folgerung, die ein bekanntes Ergebnisaus der Analysis verallgemeinert.4.9 De�nition: Eine Teilmenge A eines RaumesX hei�t diht, wenn A = X4.10 Satz: Seien f; g : X ! Y stetige Abbildungen eines Raumes in einenHausdor�raum. Dann gilt(1) Der Graph von f; G = f(x; f(x)) 2 X � Y ; x 2 Xg ist abgeshlossenin X � Y .(2) A = fx 2 X; f(x) = g(x)g ist abgeshlossen in X.(3) D � X diht und f jD = gjD) f = gBeweis: (1) Die Abbildung h : X � Y ! Y � Y; h(x; y) = (f(x); y) ist nah(2.16) stetig, und G = h�1(4).(2) Die Abbildung h : X ! Y � Y; h(x) = (f(x); g(x)) ist nah (2.16)stetig,und A = h�1(4).(3) D � A, also X = D � A = A. �Wir zeigen nun andere wihtige Charakterisierungen von T3- und T4-R�aumen.4.11 Satz: Ein Raum X ist genau dann T3, wenn es zu jedem x 2 X undjeder Umgebung U von x eine o�ene Menge V gibt, so da�x 2 V � V � U20



Beweis: Sei X T3-Raum undU Umgebung von x. Dann gibtes eine o�ene Umgebung U1 �U von x. Da sih XnU1 undx trennen lassen, gibt es o�e-ne Mengen V und W , so da�V \ W = ;, x 2 V , XnU1 �W . Da V � XnW , ist V �XnW = XnW � U1 � U .Der Beweis der R�ukrihtungist trivial. 2
Wx V U1

�Ahnlih beweist man4.12 Satz: Ein RaumX ist genau dann T4, wenn es zu jeder abgeshlossenenMenge A und jeder o�enen Menge U mit A � U eine o�ene Menge V gibt,so da� A � V � V � U . 2Als Anwendung zeigen wir4.13 Satz: Sei X das topologishe Produkt niht-leerer R�aume Xj, j 2 J .Dann ist X genau dann Ti-Raum, i = 1; 2; 3, wenn jedes Xj Ti-Raum ist (f�urT4-R�aume ist das falsh).Beweis: X erf�ulle Ti. W�ahle in jedem Xj einen Punkt zj. Dann istXk �! X; x 7�! (yj)j2J mit yj = � x j = kzj sonsteine Einbettung. Nah (4.7) ist Xk ein Ti-Raum.Die Umkehrung beweisen wir exemplarish f�ur T3-R�aume. Sei x = (xj)j2J 2X und U eine Umgebung von x. Nah (2.17) gibt es eine MengeQj2J Wj � U ,wobeiWj Umgebung von xj und nur endlih vieleWj, etwa f�ur j1; : : : ; jk, vonXj vershieden sind. Da alle Xj T3-R�aume sind, gibt es o�ene Mengen Vjr , soda� xjr � Vjr � V jr � Wjr , r = 1; : : : ; k. Setze Vj = Xj f�ur j =2 fj1; : : : ; jkgund V =Qj2J Vj. Dann ist V o�en und x 2 V � V � U . �Die folgenden wihtigen S�atze harakterisieren T4-R�aume durh Abbildun-gen:4.14 Satz: Erweiterungssatz von Tietze: F�ur einen Raum X sind �aqui-valent 21



(1) X ist T4.(2) Ist A � X abgeshlossen und f : A ! [0; 1℄ stetig, dann gibt es einestetige Erweiterung F : X ! [0; 1℄ von f , d.h. F jA = f .Beweis: (2)) (1): Seien B und C disjunkte abgeshlossene Teilmengen vonX. Die Abbildungf : B [ C ! [0; 1℄; f(x) = � 0 x 2 B1 x 2 Cist stetig und besitzt somit eine stetige Erweiterung F . Dann trennen dieo�enen Mengen F�1([0; 13 [) und F�1(℄23 ; 1℄) die Mengen B und C.(1) ) (2): Wir setzenAr = fx 2 A; f(x) � rg r 2 QUs = Xnfx 2 A; f(x) � sg s 2 Q \ ℄0; 1[Bekanntlih ist die Menge P = f(r; s) 2 Q 2 ; 0 � r < s < 1g abz�ahlbar, d.h.wir k�onnen P durhnummerieren:P = f(rn; sn); n 2 Ng:Wir konstruieren nun induktiv abgeshlossene Mengen Hn; n 2 N , so da�(1) Arn � ÆHn� Hn � Usn(2) Hj � ÆHk, falls j; k � n und rj < rk, sj < sk.Da s0 > r0, ist Ar0 � Us0 . Da Ar0 abgeshlossen und Us0 o�en ist, gibt es H0nah (4.12).Angenommen H0; : : : ; Hn�1 sind konstruiert. SeiJ = fj < n; rj < rn; sj < sng K = fk < n; rn < rk; sn < skg:Da Arn [Sj2J Hj abgeshlossen, Usn \Tk2K ÆHk o�en undArn [[j2J Hj � Usn \\k2K ÆHk;gibt es nah (4.12) eine abgeshlossene Menge Hn, so da�Arn [[j2J Hj � ÆHn� Hn � Usn \\k2K ÆHk :22



Damit erf�ullt auh Hn die Bedingungen (1) und (2).Wir vergessen jetzt wieder die Nummerierung von P und setzen f�ur(r; s) 2 P Hrs = Hn falls (r; s) = (rn; sn)Damit haben wir eine Familie fHrs; (r; s) 2 Pg von abgeshlossenen Teil-mengen von X, so da� gilt(3) Ar � ÆHrs� Hrs � Us 8 (r; s) 2 P(4) Hrs � ÆH tu, falls r < t und s < u.Setze nun Xr = 8><>: Tr<sHrs r 2 Q \ [0; 1[� r < 0X r � 1(5) F�ur r; s 2 Q , r < s gilt Xr � ÆXs.(6) F�ur r 2 Q gilt Xr \ A = ArBeweis: (5) ist siherlih rihtig, wenn r < 0 oder s � 1. (Beahte: ÆX= X).Sei also 0 � r < s < 1, d.h. (r; s) 2 P . W�ahle ein t 2 Q mit r < t < s. Danngilt Xr =\r<sHrs � Hrt � ÆH ts� \s<uHsu = Xs:Beweis: (6) Ist r < 0, so ist Ar = � = Xr. Ist r � 1, so ist Ar = A undXr = X. F�ur 0 � r < 1 giltAr �(3)\r<sHrs \ A = Xr \ A�(3)A \\r<sUs = ArWir de�nieren nun F : X ! [0; 1℄ durhF (x) = inffr; x 2 Xrg:Die Werte von F liegen in [0; 1℄. Weiter gilt f�ur a 2 A wegen (6)F (a) = inffr; a 2 Xrg = inffr; a 2 Arg = f(a):Seien nun a < b aus R. Dann giltF�1(℄a; b[) =\f ÆX �Xr; r; s 2 Q ; a < r < s < bgals Vereinigung o�ener Mengen o�en. Also ist F stetig. �23



4.15 Trennungslemma von Urysohn: F�ur einen Raum X sind �aquiva-lent(1) X ist T4.(2) Sind A;B � X disjunkt und abgeshlossen, dann gibt es eine stetigeAbbildung F : X ! [0; 1℄, so da� A � F�1(0) und B � F�1(1).Der Beweis folgt aus (4.14). Vergleihe auh den ersten Teil des Beweises.Der Erweiterungssatz von Tietze l�a�t sih leiht verallgemeinern.4.16 �Ubung: Ist X ein T4-Raum, A � X abgeshlossen und f : A ! Reine stetige Abbildung, dann besitzt f eine Erweiterung F : X ! R. Giltjf(a)j <  (bzw. � ) 8a 2 A, kann F so gew�ahlt werden, da� auh jF (x)j < (bzw. � ).
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5 Kompakte R�aumeBasis f�ur viele wihtige S�atze und damit auh ihrer Folgerungen ist der Satzvon Heine-Borel. Aus ihm folgt etwa der Satz �uber die Existenz von Maximaund Minima stetiger Funktionen auf abgeshlossenen Intervallen, und dar-aus wiederum der Mittelwertsatz, der f�ur die Behandlung di�erenzierbarerFunktionen von zentraler Bedeutung ist.5.1 Satz von Heine-Borel: Jede �Uberdekung eines abgeshlossenen In-tervalls durh o�ene Intervalle besitzt eine endlihe Teil�uberdekung.Wir wollen nun topologishe R�aume studieren, die eine Art Heine-Borel-Kriterium erf�ullen.5.2 De�nition: Eine Familie U von Teilmengen eines RaumesX hei�t �Uber-dekung von X, wenn X = SU2U U . Die �Uberdekung U hei�t o�en (bzw. ab-geshlossen), wenn jedes U 2 U o�en (bzw. abgeshlossen) ist. Eine Teil�uber-dekung von U ist eine Unterfamilie W � U , so dass W wieder �uberdekt.5.3 De�nition: Ein Raum X hei�t kompakt, wenn jede o�ene �Uberdekungvon X eine endlihe Teil�uberdekung besitzt. Eine Teilmenge A von X hei�tkompakt, wenn sie als Teilraum kompakt ist.Beispiele:(1) Aus der Analysis ist bekannt: Jede abgeshlossene beshr�ankte Teil-menge des Rn ist kompakt.(2) Sei (an)n2N eine Folge in R mit Grenzwert b. Dann istfbg [ fan; n 2 Ng kompaktDirekt aus der De�nition bzw. durh �Ubergang zum Komplement folgt5.4 Satz: F�ur eine Teilmenge A eines Raumes X sind �aquivalent(1) A ist kompakt.(2) Ist U eine Familie von o�enen Teilmengen von X mit A � SU2U U ,dann existiert eine endlihe TeilfamilieW � U mit A � SU2W U .(3) Ist B eine Familie abgeshlossener Teilmengen von X, so dass A \TB2B B = ;, dann existiert eine endlihe Teilfamilie C � B mit A \TB2C B = ;.5.5 Satz: Ist X kompakt und f : X ! Y stetig, so ist f(X) kompakt.25



Beweis: Ist U eine o�ene �Uberdekung von f(X) in Y , dann ist ff�1(U);U 2 Ug o�ene �Uberdekung vonX. Also gibt es eine endlihe TeilfamilieW �U , so dass ff�1(V );V 2 Wg �uberdekt. Es folgt f(X) = SV 2W f(f�1(V )) �SV 2W V . �Der n�ahste Satz ist Shl�ussel f�ur eine Reihe wihtiger Resultate �uber kom-pakte R�aume.5.6 Satz: Seien A � X und B � Y kompakte Teilmengen und sei U eineo�ene �Uberdekung von A�B in X�Y . Dann gibt es o�ene Mengen U � X,V � Y und endlih viele U1; : : : ; Un 2 U , so dass A�B � U � V � Sni=1 Ui.Shritt 1: Zu jedem a 2 A gibt es o�ene Mengen Ua � X; Va � Y , sowieUa;1; : : : ; Ua;n(a) 2 U , so dass fag �B � Ua � Va � Sn(a)i=1 Ua;i.Beweis: Sei a 2 A fest. Zu jedem b 2 B gibt es ein Ua;b 2 U , so dass(a; b) 2 Ua;b. Nah De�nition der Produkttopologie gibt es o�ene MengenSb � X; Tb � Y , so dass (a; b) 2 Sb � Tb � Ua;b. Dann ist fTb; b 2 Bg eineo�ene �Uberdekung von B, die eine endlihe Teil�uberdekung fTb1 ; : : : ; Tbkgbesitzt. Dann ist mit n(a) = k; Ua = Tki=1 Sbi; Va = Ski=1 Tbi und Ua;i = Ua;biShritt 1 gezeigt:fag � B � Ua �Ski=1 Tbi = Ski=1 Ua � Tbi � Ski=1 Sbi � Tbi � Ski=1 Ua;bi .Shritt 2: Die Ua aus Shritt 1 bilden eine o�ene �Uberdekung von A in X,die somit eine endlihe Teil�uberdekung fUa1 ; : : : ; Uarg besitzt. Wir setzennun U = Srj=1 Uaj , V = Trj=1 Vaj . Dann giltA� B � U � V =  r[j=1Uaj!� r\j=1Vaj! � r[j=1Uaj � Vaj � r[j=1 n(aj)[i=1 Uaj ;i:Wir ziehen daraus einige Folgerungen.5.7 Satz: Das topologishe Produkt X = X1 � : : : � Xn von niht-leerenR�aumen ist genau dann kompakt, wenn alle Xi kompakt sind.Beweis: Ist X kompakt, dann ist nah (5.5) auh Xi = pi(X) kompakt,wobei pi : X ! Xi die Projektion ist. Sind umgekehrt alle Xi kompakt, folgtinduktiv aus (5.6), dass auh X kompakt ist. �5.8 Bemerkung: Auh das Produkt beliebig vieler kompakter R�aume istkompakt. Unser Beweis liefert das Ergebnis nur f�ur endlih viele Faktoren.5.9 Sind A � X und B � Y kompakte Teilmengen und W � X � Y o�en,so dass A�B � W . Dann gibt es o�ene Mengen U � X und V � Y , so dassA�B � U � V � W . 26



Beweis: Wende (5.6) mit der �Uberdekung fWg an. �5.10 Satz: (1) Sind A und B disjunkte, kompakte Teilmengen eines Haus-dor�raumes X, dann lassen sih A und B trennen.(2) Jeder abgeshlossene Teilraum A eines kompakten Raumes X ist kom-pakt.(3) Jeder kompakte TeilraumA eines Hausdor�raumesX ist abgeshlossen.(4) Ein kompakter Hausdor�raum ist normal.Beweis: (1) Nah (4.8) ist die Diagonale 4 abgeshlossen in X � X. DaA und B disjunkt sind, gilt A � B � X � Xn4. Nah (5.9) gibt es o�eneMengen U und V , so dass A�B � U�V � X�Xn4, d.h. U und V trennenA und B.(2) Sei B eine Familie abgeshlossener Mengen, so dass A\TB2B B = ;. DaX kompakt ist, gibt es in B[fAg eine endlihe Teilfamilie fB1; : : : ; Bng mitleerem Durhshnitt. Insbesondere gilt A \Tni=1Bi = ;.(3) Sei x 2 XnA. Da A und fxg kompakt sind, lassen sie sih nah (1)trennen. Insbesondere ist XnA o�en.(4) folgt aus (1) und (2). �F�ur die Konstruktion von Hom�oomorphismen werden wir folgendes Ergebnish�au�g benutzen.5.11 Satz: Sei f : X ! Y stetig, X kompakt und Y hausdor�sh. Danngilt(1) f ist abgeshlossen, d.h. ist A � X abgeshlossen, dann ist f(A) � Yabgeshlossen.(2) Ist f surjektiv, so ist f eine Identi�zierung.(3) Ist f injektiv, so ist f eine Einbettung.Beweis: (1): Ist A � X abgeshlossen, so ist A und damit f(A) kompakt.Also ist auh f(A) abgeshlossen.(2) Surjektive abgeshlossene stetige Abbildungen sind Identi�kationen.(3) Sei g : Z ! X eine Abbildung, so dass f Æ g stetig ist, und A � Xabgeshlossen. Dann ist g�1(A) = (f Æ g)�1(f(A)) nah (1) abgeshlossen,und damit g stetig. �Teil (1) und (3) verallgemeinern bekannte Resultate �uber stetige Abbildungenauf abgeshlossenen Intervallen. Ein weiterer Satz dieser Art ist27



5.12 Satz: Ist X kompakt und f : X ! R stetig, dann gibt es Punktea; b 2 X, so dass f(a) � f(x) � f(b) 8x 2 X.Beweis:Wir zeigen die Existenz des Minimums. Sei  = Inf f(x), falls diesesexistiert, und sonst  = �1. Setze Aq = f�1(℄ �1; q℄) und A = T<q Aq.Jedes Aq ist abgeshlossen und f�ur  < q niht leer. AngenommenA = ;, danng�abe es nah (5.4.3) endlih viele qi, wir ordnen sie nah Gr�o�e q1 < : : : < qn,so dass Tni=1Aqi = ;. Aber Tni=1Aqi = Aq1 6= ;. Also ist A 6= ;. F�ur a 2 Agilt  � f(a) � q 8q > . Es folgt  = f(a). �Wir wenden uns noh kurz kompakten Mengen in metrishen R�aumen zu.5.13 De�nition: Sei (X; d) ein metrisher Raum. F�ur Teilmengen A;B �X hei�t d(A;B) = Inffd(x; y); x 2 A; y 2 Bgder Abstand von A und B, undd(A) = Supfd(x; y); x; y 2 Agder Durhmesser von A.5.14 �Ubung: Versehen wir X�X mit der Produkttopologie, dann sind dieAbbildungen d : X �X ! R; (x; y) 7! d(x; y)d(�; A) : X ! R; x 7! d(x;A)stetig.Als einfahe Folgerung erhalten wir5.15 Satz: F�ur niht-leere Teilmengen A;B eines metrishen Raumes (X; d)gilt:(1) d(x;A) = 0 () x 2 A.(2) A kompakt, B abgeshlossen, A \ B = ; ) d(A;B) > 0 (ist A nurabgeshlossen, ist dies i.a. falsh).(3) Ist A kompakt, so gibt es ein a 2 A, so dass d(A;B) = d(a; B).(4) Sind A und B kompakt, gibt es a 2 A und b 2 B mit d(A;B) = d(a; b).(5) d(A) = d(A).(6) Ist A kompakt, gibt es a; b 2 A mit d(A) = d(a; b).28



F�ur sp�atere Anwendungen ben�otigen wir5.16 Lebegue'shes Lemma: Zu jeder o�enen �Uberdekung U eines kom-pakten metrishen Raumes (X; d) gibt es eine Zahl �, genannt Lebesguezahlzu U , so dass jede Menge M mit d(M) < � in einem U 2 U liegt.Beweis: Jedes x 2 X liegt in einem U(x) 2 U . Da U(x) o�en ist, enth�alt eseine Kugelumgebung K(x; "(x)) = fy 2 X; d(x; y) < "(x)g. Die o�ene �Uber-dekung W = fK(x; 12"(x)); x 2 Xg von X enth�alt eine endlihe Teil�uber-dekung fK(x1; 12"(x1)); : : : ; K(xn; 12"(xn))g. Sei � = minf12"(x1);: : :12"(xn)gund M eine Menge mit d(M) < �. W�ahle y 2 M . Das liegt in einemK(xi; 12"(xi)). Da f�ur jedes z 2 M gilt, d(y; z) < � < 12"(xi)), folgt M �K(xi; "(xi)) � U(xi) 2 U . �Wir ben�otigen f�ur sp�ater noh eine Abshw�ahung des Kompaktheitbegri�s.5.17 De�nition: Ein RaumX hei�t lokal kompakt, wenn es zu jedem x 2 Xund jeder Umgebung U von x eine kompakte Umgebung K von x in U gibt,d.h. es gibt eine o�ene Menge V , so dass x 2 V � K � U .5.18 Satz: Jeder kompakte Hausdor�raum X ist lokal kompakt.Beweis: Sei U o�ene Umgebung von x 2 X. Da X normal ist, besitzt x eineabgeshlossene Umgebung K in U . Nah (5.10) ist K kompakt. �5.19 Satz: Ein lokal kompakter Hausdor�raum X ist regul�ar.Beweis: Sei U eine o�ene Umgebung von x 2 X. Dann besitzt x eine kom-pakte UmgebungK in U , die nah (5.10) abgeshlossen ist. Also istX regul�arnah (4.11). �5.20 �Ubung: (Einpunktkompakti�zierung) SeiX lokal kompakter Hausdor�-raum und X := X t fwg. O�ene Mengen in X seien alle o�ene Mengenvon X und alle Mengen der Form XnK, wobei K � X kompakt ist. ZeigenSie: Dies de�niert eine Topologie auf X, die Inklusion X ,! X ist eineEinbettung, X ist kompakt.5.21 �Ubung: (1) Ein Hausdor�raum ist genau dann lokal kompakt, wennjeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.(2) Sind X und Y niht leer, dann ist X � Y genau dann lokal kompakt,wenn es X und Y sind.
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6 Abbildungsr�aumeSei Abb(X; Y ) die Menge der Abbildungen der Menge X in die Menge Y . DieAbbildung eX;Y : X � Abb(X; Y ) �! Y; (x; f) 7�! f(x)hei�t Auswertung.6.1 Ist f : X � Y ! Z eine Abbildung. Dann gibt es genau eine Abbil-dung f̂ : Y ! Abb(X;Z), genannt adjungierte Abbildung von f , so dass dasDiagramm X � Abb(X;Z) eX;Z
// ZX � YidX�f̂ggPPPPPPPPPPPP

f <<xxxxxxxxxkommutiert. f̂ ist gegeben durhf̂(y) : X �! Z; x 7�! f(x; y)Beweis: f(x; y) = eX;Z Æ (idX � f̂)(x; y) = eX;Y (x; f̂(y)) = �f̂(y)� (x). Alsomuss f̂(y) wie angegeben de�niert werden. �Wir topologisieren die Teilmenge C(X; Y ) der stetigen Abbildungen inAbb(X; Y ).6.2 De�nition: Die kompakt-o�ene Topologie auf C(X; Y ) hat als Subbasisdie MengenW (K;U) = ff 2 Abb(X; Y ); f(K) � U;K � X kompakt, U � Y o�engC(X; Y ) versehen mit dieser Topologie wird Y X bezeihnet.6.3 Satz: (1) Sind g : A! X und h : Y ! Z stetig, dann sind es auhg� : Y X ! Y A; f 7! f Æ g und h� : Y X ! ZX ; f 7! h Æ f(2) Ist f : X � Y ! Z stetig, dann ist es auh f̂ : Y ! ZX .(3) Ist X lokal kompakt, dann ist eX;Z : X � ZX ! Z stetig.(4) Ist X lokal kompakt, dann ist ZX�Y ! (ZX)Y , f 7! f̂ , bijektiv.30



Beweis: (1) Nah (2.12) gen�ugt es nahzuweisen, dass (g�)�1(W (K;U)) o�enin Y X ist, wobei K � A kompakt und U � Y o�en. Aber(g�)�1(W (K;U)) = ff 2 Y X ; f Æ g(K) � Ug =W (g(K); U)ist eine Subbasismenge von Y X , da g(K) kompakt ist.Sei L � X kompakt und V � Z o�en. Dann ist(h�)�1(W (L; V )) = ff 2 Y X ; h Æ f(L) � V g = ff 2 Y X ; f(L) � h�1(V )g=W (L; h�1(V )):(2) Ist f : X � Y ! Z stetig, dann nat�urlih auh f̂(y) : X ! Z, also istBild (f̂) � ZX . SeiK � X kompakt und V � Z o�en. Sei y 2 f̂�1(W (K; V )),d.h. f̂(y) bildet K nah V ab, also f(K�y) � V oder K�y � f�1(V ). Nah(5.9) gibt es o�ene Mengen U1 � X; U2 � Y , so dass K � y � U1 � U2 �f�1(V ). Insbesondere gilt f(K � U2) � V , also U2 � f̂�1(W (K; V )). Damitist f̂�1(W (K; V )) o�en.(3) Sei V o�en in Z und (x; f) 2 e�1X;Z(V ), also f(x) 2 V oder x 2 f�1(V ).Da X lokal kompakt ist, besitzt x eine kompakte Umgebung K in f�1(V ).Da f(K) � V , ist K �W (K; V ) Umgebung von (x; f), die in e�1X;Z(V ) liegt,da e(K;W (K; V )) � V .(4) Ist f : X � Y ! Z stetig, dann ist nah (2) f̂ : Y ! ZX stetig. Istumgekehrt f̂ stetig, dann nah (6.1) auh f , da eX;Z stetig ist. Nah (6.1)entsprehen sih f und f̂ umkehrbar eindeutig. �Es w�are nun sh�on zu wissen, wann die Bijektion (6.3.4) ein Hom�oomorphis-mus ist. Auskunft gibt das6.4 Exponentialgesetz: Sind X und Y lokal kompakt, so istZX�Y ! (ZX)Y ; f 7! f̂ein Hom�oomorphismus.Beweis: Mit X und Y ist auh X � Y lokal kompakt (5.21). Damit sind dieAuswertungsabbildungen eX;Z , eX�Y;Z, und eY;ZX stetig. Sei h : (ZX)Y !ZX�Y die zu eX;Z Æ (idx� eY;ZX) adjungierte Abbildung, d.h. das DiagrammX � Y � ZX�Y ZeX�Y;Z
ooX � Y � (ZX)YidX�Y �h OO idX�eY;ZX

// X � ZXeX;Z OO
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kommutiert. Sei u : Y � ZX�Y ! ZX die Adjungierte zu eX�Y;Z und k :ZX�Y ! (ZX)Y die Adjungierte zu u; d.h. die DiagrammeX � ZX eX;Z
// ZX � Y � ZX�YidX�uffMMMMMMMMMM eX�Y;Z;;wwwwwwwww

Y � (ZX)Y eY;ZX
// ZXY � ZX�YidY �keeKKKKKKKKK

u >>
|

|||||
||kommutieren. Nah (6.3.2) sind h und k stetig. Nah (6.3.4) gen�ugt es zuzeigen, dass k(f) = f̂ und h(f̂) = f . Sei f : X � Y ! Z aus ZX�Y . Danngilt f�ur k(f) : Y ! ZXk(f)(y) = eY;ZX(y; f) = u(y; f)und u(y; f) : X ! Z; x 7! eX;Z(x; u(y; f)) = eX�Y;Z(x; y; f) = f(x; y):Also ist k(f) = f̂ . F�ur h(f̂) : X � Y ! Z gilth(f̂)(x; y) = eX;Z Æ (idX � eY;ZX)(x; y; f̂) = eX;Z Æ (x; f̂(y))= [f̂(y)℄(x) = f(x; y) �6.5 �Ubung: (1) Ist X lokal kompakt, dann ist(Y � Z)X ! Y X � ZX ; f 7! (p1 Æ f; p2 Æ f)ein Hom�oomorphismus (pi sind die Projektionen)(2) Ist Y ! Z eine Einbettung, dann auh Y X ! ZX .(3) Sind A;B;X; Y R�aume und A;B lokal kompakt, dann istXA � Y B ! (X � Y )A�B; (f; g) 7! f � gstetig.6.6 Bemerkung: (6.4.1) und (6.4.3) bleiben rihtig, wenn man lokal kom-pakt durh hausdor�sh ersetzt.6.7 Satz: Sind X und Y lokal kompakt, dann ist die KompositionY X � ZY ! ZX ; (f; g) 7! g Æ fstetig. 32



Beweis: Nah (6.3.3) istX � Y X � ZY eX;Y �id
// Y � ZY eY;Z

// Z(x; f; g) // (f(x); g)) // g Æ f(x)stetig. Die Komposition ist die Adjungierte dieser Abbildung. �F�ur sp�atere Anwendungen ist folgender Satz besonders wihtig.6.8 Satz: Ist f : X ! Y eine Identi�zierung und Z lokal kompakt, dann istauh id� f : Z �X ! Z � Y eine Identi�zierung.Beweis: Sei g : Z�Y ! T eine Abbildung, so dass gÆ(id�f) stetig ist. Wirm�ussen zeigen, dass g stetig ist. Sei h : X ! TZ die (stetige) Adjungierte zug Æ (id� f). d.h.h(x) : Z ! T; z 7! g Æ (id� f)(z; x) = g(z; f(x)) = [ĝ(f(x))℄(z);wobei ĝ die Adjungierte von g ist. Es folgt h = ĝ Æ f . Da h stetig und fIdenti�zierung ist, ist ĝ stetig und damit auh g nah (6.3.4). 2 �
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